Solutii si barem — clasele XI-XII

1. Aratati ca daca functia f : R — R este crescatoare si functia g : R — R este descrescatoare,
atunci functia h = max(f, g) este marginita inferior.

Solutie. Daca f(x) > g(x),Vo € R, atunci h = f, apoi h(z) > g(z) > ¢(0) pentru z < 0 si

h(z) > f(xz) > f(0) > g(0) pentru = > 0, deci ¢g(0) este un minorant pentru h ................ 2p
Daca f(z) < g(z),Vz € R, atunci h = g, apoi h(z) > g(z) > g(0) > f(0) pentru x < 0 si
h(z) > f(x) > f(0) pentru x > 0, deci f(0) este un minorant pentru b ....................... 2p

A

In sfarsit, daca exista z1, o € R astfel incat f(z1) < g(z1) si f(x2) > g(x2), atunci z; <
(datorita monotoniei) gi h(z) > g(x) > g(x1) > f(x1) pentru z < xy, h(z) > f(z) > f(x2) > g(22)
pentru x > xo, iar f(x) > f(z1) si g(x) > g(xs), Vo € [x1,22] = h(z) > min{f(z1),g(zs)}

YV € [x1,x2], deci min{ f(z1), g(x2)} este un minorant pentru A ... 3p
Observatie. Daca exista zg € R astfel incat f(zg) = g(x¢), atunci un minorant pentru h este
f(zg). Este insa posibil ca sa nu existe acest numar, de exemplu daca fi(x) = e*, g1(x) = —e”,

falw) = —e7, ga(w) = e sau f3(x) = [z], gs(x) =1 — [z].
2. Fie a,b € (0,00) astfel incat L + 3 = 1. Aratati ca (a +b)" — a™ — b" > 22" — 27" ¥p € N.

Solutie. Din ipotezd ab = a+b>2vab, deunde ab>4 ......... ... ... . ... 2p
Inegalitatea se rescrie a™b™ — a™ — b"™ > 22" — 2" sau (a™ — 1)(0" — 1) > (2" — 1)?, adica
(@™t +a 2+ .+ DO 24+ 1) > (2" — 1), deoarece (a —1)(b—1)=1 ........ 2p
Folosind acum inegalitatea C. B. S. obtinem (a" '+ a" 2+ ...+ 1)(0" ' +b" 24+ ...+ 1) >
(Var=1bn=1 4 /an=2pn=2 . 412> (20 4 2n 2 1) = (20— 1) 3p

3. a) Aratati ca orice gir se poate scrie ca suma de doua siruri monotone.
2+(=1)"
n(n+1) ?

b) Aratati ca sirul (a,)n>1, an = nu se poate scrie ca suma de doua siruri care sunt
monotone gi au termeni pozitivi.
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Solutie. a) Daca (a,)n>1 este un gir arbitrar, atunci (z,,)n>1, n = n(|ai| + |az| + ...+ |a,|) este
crescator iar (Yn)n>1, Yn = Ay — Ty are proprietatea yni1 — Yn = api1 — (N4 1)|ani1| — an — |an| —

oo —lar] <0, deci este desSCreSCator .. .....viu i 3p
b) Daca a,, = b, + ¢y, cu (by)n $i (¢n), monotone, atunci din ag, > agpy1 $i Aopy1 < Gonyo Telese
ca sirurile au monotonii diferite — de exemplu (b,),, este crescator si (¢,), descrescator........ 2p
Din (ay), — 0 §i by, ¢, > 0 reiese (b,),, — 0, de unde b, = 0 si ¢, = a,, — contradictie ...... 2p
4. Fie 21, 29, ..., 2z, numere complexe astfel incat |z;| + 22| + ...+ |z,| = 4. Aratati ca exista o
submultime nevida K a multimii {1,2,...,n} astfel incat ‘ Z zk‘ > 1.
keK
Solutie. Observam ca, daca z = a + bi, cu a,b € R, atunci |z| < l|a| +|b| ..., 2p
Notand zp = xp + iyr, Tk, yx € R, obtinem 4 < Z || + Z || + Z lye| + Z |kl ... 2p
3,20 z<0 Yy =0 Y <0
Daca una dintre sume este > 1 rezulta, de exemplu, 1 < Z |z = | Z xk{ < ’ Z zk‘ ... 2p
x>0 x>0 >0

Inegalitatea este stricta si daca toate sumele sunt egale cu 1, iar cel putin unul dintre numere
are atat partea reala cat si cea imaginara nenule. In sfarsit, daca toate sumele sunt egale cu 1 si
fiecare numar are ori partea reala, ori cea imaginara nula, atunci
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k>0 sau yp>0 20 Y >0




